


VOEICHOE 


6.] भूमिका 

आप अपनी पिछली कक्षाओं से, त्रिभुजों और उनके अनेक गुणधर्मों से भली भाँति परिचित 
हैं। कक्षा # में, आप त्रिभुजों की सर्वागसमता के बारे में विस्तृत रूप से अध्ययन कर चुके 
हैं। याद कीजिए कि दो त्रिभुज सर्वागसम तब कहे जाते हैं जब उनके समान आकार (५०९) 
तथा समान आमाप (५/7९) हों। इस अध्याय में, हम ऐसी आकृतियों के बारे में अध्ययन करेंगे 
जिनके आकार समान हों परंतु उनके आमाप का समान होना आवश्यक नहीं हो। दो आकृतियाँ 
जिनके समान आकार हों (परंतु समान आमाप होना आवश्यक न हो) समरूप आकृतियाँ 
(similar fig॥/०5) कहलाती हैं। विशेष रूप से, हम समरूप त्रिभुजों की चर्चा करेंगे तथा इस 
जानकारी को पहले पढी गई पाइथागोरस प्रमेय को एक सरल उपपत्ति देने में प्रयोग करेंगे। 







वाह! वाह! 
मैं झटपट चाँद पर 
पहुँच जाऊंगा। 
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क्या आप अनुमान लगा सकते हैं कि पर्वतों (जैसे माऊंट एवरेस्ट) की ऊँचाईयाँ अथवा 
कुछ दूरस्थ वस्तुओं (जैसे चन्द्रमा) की दूरियाँ किस प्रकार ज्ञात की गई हैं? क्या आप सोचते 
हैं कि इन्हें एक मापने वाले फीते से सीधा (प्रत्यक्ष) मापा गया है? वास्तव में, इन सभी 
ऊँचाई और दूरियों को अप्रत्यक्ष मापन (indirect measurement) की अवधारणा का प्रयोग 
करते हुए ज्ञात किया गया है, जो आकृतियों की समरूपता के सिद्धांत पर आधारित है (देखिए 
उदाहरण 7, प्रश्‍नावली 6.3 का प्रश्‍न ।5 तथा साथ ही इस पुस्तक के अध्याय 8 और 9)। 


6.2 समरूप आकृतियाँ 


कक्षा [९ में, आपने देखा था कि समान 

(एक ही) त्रिज्या वाले सभी वृत्त सर्वागसम 

होते हैं, समान लंबाई की भुजा वाले सभी 

बर्ग सर्वागसम होते हैं तथा समान लंबाई (`) 
) 


को भुजा वाले सभी समबाहु त्रिभुज 
सर्वागसम होते हैं। 


अब किन्ही दो (या अधिक) 
वृत्तों पर विचार कीजिए [देखिए 
आकृति 6.] 0)]। क्या ये सर्वागसम हें? (et 
चूँकि इनमें से सभी की त्रिज्या समान | | | 
नहीं है, इसलिए ये परस्पर सर्वागसम 


नहीं हैं। ध्यान दीजिए कि इनमें कुछ (ii) 
सर्वागसम हैं और कुछ सर्वागसम नहीं हैं, 


परंतु इनमें से सभी के आकार समान हैं। 
अतः, ये सभी वे आकृतियाँ हैं जिन्हें हम 
समरूप (5/7/८7) कहते हैं। दो समरूप /N\ 


आकुतियों के आकार समान होते हैं परंतु 
इनके आमाप समान होने आवश्यक नहीं (int) 
हैं। अतः, सभी वृत्त समरूप होते हैं। दो आकृति 6.] 
(या अधिक) वर्गो के बारे में अथवा दो 
(या अधिक) समबाहु त्रिभुजों के बारे में आप क्या सोचते हैं [देखिए आकृति 6.] (9) 
और ()]? सभी वृत्तों की तरह ही, यहाँ सभी वर्ग समरूप हैं तथा सभी समबाहु त्रिभुज 
समरूप हैं। 

उपरोक्त चर्चा से, हम यह भी कह सकते हैं कि सभी सर्वागसम आकृतियाँ समरूप 
होती हैं, परतु सभी समरूप आकृतियों का सर्वागसम होना आवश्यक नहीं है। 
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क्या एक वृत्त और एक वर्ग समरूप हो सकते हैं? क्या एक त्रिभुज और एक वर्ग 
समरूप हो सकते हैं? इन आकुतियों को देखने मात्र से ही आप प्रश्नों के उत्तर दे सकते हैं 
(देखिए आकृति 6.])। स्पष्ट शब्दों में, ये आकृतियाँ समरूप नहीं हैं। (क्यों?) 

आप दो चतुर्भुजों A8CD और PQRS P ५ 
के बारे में क्या कह सकते हैं (देखिए E 
आकृति 6.2)? क्या ये समरूप हैं? ये 
आकृतियाँ समरूप-सी प्रतीत हो रही हैं, ५ > 
परंतु हम इसके बारे में निश्चित रूप से ९ R 
कुछ नहीं कह सकते। इसलिए, यह आकृति 6.2 
आवश्यक हो जाता है कि हम आकृतियों की समरूपता के लिए कोई परिभाषा ज्ञात करें तथा 
इस परिभाषा पर आधारित यह सुनिश्चित करने के लिए कि दो दी हुई आकुतियाँ समरूप 
हैं या नहीं, कुछ नियम प्राप्त करें। इसके लिए, आइए आकृति 6.3 में चित्रों को देखें: 





आकृति 6.3 
आप तुरंत यह कहेंगे कि ये एक ही स्मारक (ताजमहल) के चित्र हैं, परतु ये 
भिन्न-भिन्न आमापों (४2०७) के हैं। क्या आप यह कहेंगे कि ये चित्र समरूप हैं? हाँ, ये हैं। 
आप एक ही व्यक्ति के एक ही आमाप वाले उन दो चित्रों के बारे में क्या कह सकते हैं, 
जिनमें से एक उसकी ]0 वर्ष की आयु का है तथा दूसरा उसकी 40 वर्ष की आयु का है? 
क्या ये दोनों चित्र समरूप हैं? ये चित्र समान आमाप के हैं, परंतु निश्चित रूप से ये समान 
आकार के नहीं हैं। अतः, ये समरूप नहीं हैं। 


जब कोई फ़ोटोग्राफर एक ही नेगेटिव से विभिन्न मापों के फ़ोटो प्रिंट निकालती है, तो वह 
क्या करती हे? आपने स्टैप साइज़, पासपोर्ट साइज़ एवं पोस्ट कार्ड साइज़ फ़ोटो (या चित्रों) 
के बारे में अवश्य सुना होगा। वह सामान्य रूप से एक छोटे आमाप (साइज) को फ़िल्म 
(film), मान लीजिए जो 35 .7॥ आमाप वाली फ़िल्म है, पर फ़ोटो खींचती है और फिर उसे 
एक बडे आमाप, जैसे 45 क़ाn (या 55 7) आमाप, वाली फ़ोटो के रूप में आवर्थित 
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करती है। इस प्रकार, यदि हम छोटे चित्र के किसी एक रेखाखंड को लें, तो बड़े चित्र में 


गत वेट. आख जे रेखाखंड का ॐ 55 में 
इसका संगत रेखाखंड, लंबाई में पहले रेखाखंड का न | है । गुना होगा। वास्तव में 


इसका अर्थ यह है कि छोटे चित्र का प्रत्येक रेखाखंड 35:45 (या 35:55) के अनुपात में 
आवर्धित हो (बढ़) गया है। इसी को इस प्रकार भी कहा जा सकता है कि बडे चित्र का 
प्रत्येक रेखाखंड 45:35 (या 55:35) के अनुपात में घट (कम हो) गया है। साथ ही, यदि 
आप विभिन्‍न आमापों के दो चित्रों में संगत रेखाखंडों के किसी भी युग्म के बीच बने झुकावों 
[अथवा कोणों] को लें, तो आप देखेंगे कि ये झुकाव (या कोण) सदैव बराबर होंगे। यही 
दो आकृतियों तथा विशेषकर दो बहुभुजों की समरूपता का सार है। हम कहते हैं किः 


भुजाओं की समान सख्या वाले दो बहुभुज समरूप होते हैं, यदि () उनके संगत कोण 
बराबर हों तथा (#) इनकी सगत भुजाएँ एक ही अनुपात में (अर्थात्‌ समानुपाती) हों। 

ध्यान दीजिए कि बहुभुजों के लिए संगत भुजाओं के इस एक ही अनुपात को स्केल 
गुणक (ऽ८०।९ ६८०7) | अथवा प्रतिनिधित्व 'थिन्न (Representative Fraction) | कहा जाता 
है। आपने यह अवश्य सुना होगा कि विश्व मानचित्र [अर्थात्‌ ग्लोबल मानचित्र] तथा भवनों 
के निर्माण के लिए बनाए जाने वाली रूप रेखा एक उपयुक्त स्केल गुणक तथा कुछ परिपाटियों 
को थ्यान में रखकर बनाए जाते हैं। 


आकृतियों को समरूपता को अधिक स्पष्ट रूप से समझने के लिए, आइए निम्नलिखित 
क्रियाकलाप करें: 


क्रियाकलाप । : अपनी कक्षा के कमरे को 
छत के किसी बिंदु 0 पर प्रकाश युक्त बल्ब 
लगाइए तथा उसके ठीक नीचे एक मेज रखिए। 
आइए एक समतल कार्डबोर्ड में से एक बहुभुज, 
मान लीजिए चतुर्भुज ABCD, काट लें तथा इस 
कार्डबोर्ड को भूमि के समांतर मेज और जलते 
हुए बल्ब के बीच में रखें। तब, मेज पर A ML 
ABCD की एक छाया (ऽh३०७) पड़ेगी। इस | HN | + 

छाया की बाहरी रूपरेखा को 3:८ से चिह्मत 47 2, Bp, bh 
कीजिए (देखिए आकृति 6.4)। 


ध्यान दीजिए कि चतुभुज 4”B'८”D” चतुभुज 
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ABCD का एक आकार परिवर्धन (या आवर्धन) है। यह प्रकाश के इस गुणधर्म के कारण 
है कि प्रकाश सीधी रेखा में चलती है। आप यह भी देख सकते हैं कि 4” किरण 04 पर स्थित 
है, 3” किरण 08 पर स्थित है,८” किरण 0८ पर स्थित है तथा” किरण 09 पर स्थित है। 
इस प्रकार, चतुर्भुज 48/८0” और ७8079 समान आकार के हैं; परंतु इनके माप भिन्न-भिन्न 
हैं। 

अतः चतुर्भुज 48८7” चतुर्भुज ७800) के समरूप है। हम यह भी कह सकते हैं कि 
चतुर्भुज ABCD चतुर्भुज 4८D” के समरूप है। 

यहाँ, आप यह भी देख सकते हैं कि शीर्ष 4” शीर्ष & के संगत है, शीर्ष 8” शीर्ष 8 के 
संगत है, शीर्ष ८” शीर्ष के संगत है तथा शीर्ष)” शीर्ष!) के संगत है। सांकेतिक रूप से इन 
संगतताओं (c०rreऽ०n५n८९ऽ) को A’ «> A, B’ €> 8, (४ «> € और ए” €> D से निरूपित 
किया जाता है। दोनों चतुर्भुजों के कोणों और भुजाओं को वास्तविक रूप से माप कर, आप 
इसका सत्यापन कर सकते हैं कि 

(0) “८ ७ - ८ «७, / 8 - ८ ४९, “/ ० > “९/>क = 2D’ ओर 

. 08 _ छए __ ७ _ DA 

NBT BCTCD TDA 

इससे पुनः यह बात स्पष्ट होती है कि भुजाओं की समान सख्या वाले दो बहुभुज 
समरूप होते हैं, यदि (7) उनके सभी संगत कोण बराबर हों तथा(#) उनकी सभी सगत भुजाएँ 
एक ही अनुपात (समानुपात) में हो। 


उपरोक्त के आधार पर, आप सरलता से यह कह सकते हैं कि आकृति 6.5 में दिए 


गए चतुर्भुज ७8०0) और P0२९५ समरूप हैं। 
R 


5.0 cm 
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टिप्पणी : आप इसका सत्यापन कर सकते हैं कि यदि एक बहुभुज किसी अन्य बहुभुज के 
समरूप हो और यह दूसरा बहुभुज एक तीसरे बहुभुज के समरूप हो, तो पहला बहुभुज तीसरे 
बहुभुज के समरूप होगा। 


आप यह देख सकते हैं कि आकृति 6.6 के दो चतुर्भुजों (एक वर्ग और एक आयत) 

में, संगत कोण बराबर हैं, परंतु इनकी संगत भुजाएँ एक ही अनुपात में नहीं हैं। अतः, ये दोनों 
चतुर्भुज समरूप नहीं हैं। 

D 3cm C S 3.5 cm 


R 
3cm 3cm 3cm 3cm 
P 
A 3९cm 3.5 cm ° 
आकृति 6:6 


इसी प्रकार आप देख सकते हैं कि आकृति 6.7 के दो चतुर्भुजां (एक वर्ग और एक 
समचतुर्भुज) में, संगत भुजाएँ एक ही अनुपात में हैं, परंतु इनके संगत कोण बराबर नहीं हैं। 
पुनः, दोनों बहुभुज (चतुर्भुज) समरूप नहीं हैं। 


D 2.lcm C 


2lIcm 2.lIcm 





A B र 2cm 


2.lcm 


आकृति 6.7 हे 


इस प्रकार, आप देख सकते हैं कि दो बहुभुजों की समरूपता के प्रतिबंधों (7 ओर (#) 
में से किसी एक का ही संतुष्ट होना उनकी समरूपता के लिए पर्याप्त नहीं है। 


प्रश्नावली 6.. 


।. कोष्ठकों में दिए शब्दों में से सही शब्दों का प्रयोग करते हुए, रिक्त स्थानों को भरिए: 
0) सभी वृत्त होते हैं। (सर्वागसम, समरूप) 
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) सभी वर्ग होते हैं। (समरूप, सर्वागसम) 

() सभी त्रिभुज समरूप होते हैं। (समद्विबाहु, समबाहु) 

४) भुजाओं की समान संख्या वाले दो बहुभुज समरूप होते हैं, यदि 6) उनके संगत कोण 
हों तथा (४) उनकी संगत भुजाएँ हों। (बराबर, समानुपाती) 


2. निम्नलिखित युग्मों के दो भिन्न-भिन्न उदाहरण दीजिए: 














0) समरूप आकृतियाँ (४) ऐसी आकृतियाँ जो समरूप नहीं हैं। 
3. बताइए कि निम्नलिखित चतुर्भुज समरूप हैं या नहीं: 
D 3cm C 
७ LSem_ R 3cm 3cm 
l.5 = l.5cm 
P ls cm Q न उे दा के 
आकृति/6.8 


6.3 त्रिभुजों को समरूपता 
आप दो त्रिभुजों को समरूपता के बारे में क्या कह सकते हैं? 

आपको याद होगा कि त्रिभुज भी एक बहुभुज ही है। इसलिए, हम त्रिभुजं को समरूपता 
के लिए भी वही प्रतिबंध लिख सकते हैं, जो बहुभुजों की समरूपता के लिए लिखे थे। 
अर्थात्‌ 

दो त्रिभुज समरूप होते हैं, यदि 

() उनके संगत कोण बराबर हों तथा 

(४) उनकी सगत भुजाएँ एक ही अनुपात में 
(अर्थात्‌ समानुपाती) हो। 

ध्यान दीजिए कि यदि दो त्रिभुजों के संगत कोण 
बराबर हों, तो वे समानकोणिक त्रिभुज (equiangular 
!।a०९।९५) कहलाते हैं। एक प्रसिद्ध यूनानी गणितज्ञ थेल्स 
(7४००४) ने दो समानकोणिक त्रिभुजों से संबंधित एक थेल्स 
महत्वपूर्ण तथ्य प्रतिपादित किया, जो नीचे दिया जा रहा है: SME he RNS SFL) 
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दो समानकोणिक त्रिभुजों में उनकी संगत भुजाओं का अनुपात सदेव समान रहता है। 
ऐसा विश्वास किया जाता है कि इसके लिए उन्होंने एक परिणाम का प्रयोग किया जिसे 

आधारभूत समानुपातिकता प्रमेय (आजकल थेल्स प्रमेय) कहा जाता है। 
आधारभूत समानुपातिकता प्रमेय (Basic Propor- 

tionality Theorem) को समझने के लिए, आइए निम्नलिखित 
क्रियाकलाप करें: 

क्रियाकलाप 2 : कोई कोण £4४ खीचिए तथा उसको 

एक भुजा 4% पर कुछ बिंदु (मान लीजिए पाँच बिंदु) ?, 

0, 0, ९ और 98 इस प्रकार अंकित कीजिए कि आकति 6.9 

AP=PQ = QD = DR = RB हो। 
अब, बिंदु 8 से होती हुई कोई एक रेखा खींचिए, जो भुजा 4४ को बिंदु ९ पर काटे 

(देखिए आकृति 6.9)। 
साथ ही, बिंदु ए से होकर 80 के समांतर एक रेखा खींचिए, जो ७८ को ह पर काटे। 

कया आप अपनी रचनाओं से यह देखते हैं कि = हैं? 4६ और ८ मापिए। न क्या 





है? देखिए ट भी दि के बराबर है। इस प्रकार, आप देख सकते हैं कि त्रिभुज ABC में, 


A 
DE ॥ BC है तथा ¥f AC है। क्या यह संयोगवश हे? नहीं, यह निम्नलिखित प्रमेय के 


कारण है (जिसे आधारभूत समानुपातिकता प्रमेय कहा जाता है): 


प्रमेय 6.। : यदि किसी त्रिभुज की एक भुजा के समातर अन्य दो भुजाओं को भिन्न-भिन्न 
बिंदुओं पर प्रतिच्छेद करने के लिए एक रेखा खींची जाए, तो ये अन्य दो भुजाएँ एक ही 
अनुपात में विभाजित हो जाती हैं। 

उपपत्ति : हमें एक त्रिभुज ७80 दिया है, जिसमें भुजा 
BC के समांतर खींची गई एक रेखा अन्य दो भुजाओं 
AB और AC को क्रमशः ए और ह पर काटती हैं 
(देखिए आकृति 6..0)। 


AD _AE 
हमें सिद्ध करना है कि फ्त हि आकृति 6.।0 





आइए 8 और ह तथा 0 और 7) को मिलाएँ और फिर ५ । AC एवं हर । AB खीचें। 
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] ठा ] 
अब, ^ ADE का क्षेत्रफल (= ठ आधार » )= 7 ADXEN 


कक्षा | से याद कीजिए कि ^ ADE के क्षेत्रफल को & (ADE) से व्यक्त किया जाता है। 





| 
अतः ar(ADE) = 7 ADX EN 
] 
इसी प्रकार ar (BDE)= ~ DBX EN, 
] || 
ar (ADE) = 7 582 09५ TaTar(DEC) = ~ ECx DM 
5 ADxEN 
ठ ar(ADE) 2° AD 
ar(BDE) IOByEN DB bl 
2 
! AExDM 
कि ar(ADE) 2° AE 
त ह 4 उएट (2) 
arDEC) ! ECxDM E 
2 


ध्यान दीजिए कि ^ B0६ और ^ 7780 एक ही आधार ह तथा समांतर रेखाओं 80 और DE 
के बीच बने दो त्रिभुज हैं। 





अत; ar(BDE) = ar(DEC) (3) 
इसलिए (।), (2) और (3), से हमें प्राप्त होता हैः 
AD AE 
—__— = |] 
DB ञ EC 


क्या इस प्रमेय का विलोम भी सत्य हे (विलोम के अर्थ के लिए परिशिष्ट | देखिए)? 
इसको जाँच करने के लिए, आइए निम्नलिखित क्रियाकलाप करें: 


क्रियाकलाप 3 : अपनी अभ्यासपुस्तिका में एक कोण 
*A४ खींचिए तथा किरण 4% पर बिंदु B,, B,, 
8., 8, और 8 इस प्रकार अंकित कीजिए कि 
AB, = B,B, = B,B, = B.B, = B,B हो। 

इसी प्रकार, किरण ^४, पर बिंदु 0, ९, 
C,, ८, और ० इस प्रकार अंकित कीजिए कि 
AC = CC, = CC, = C,C, = CC हो। फिर B.C, 
और 8८ को मिलाइए (देखिए आकृति 6.।!)। - चं 
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र AB, AC, | 
ध्यान दीजिए कि ह = हट (प्रत्येक त के बराबर है) 
आप यह भी देख सकते हैं कि रेखाएँछ ८, और 8८ परस्पर समांतर हैं, अर्थात्‌ 
B,C, ॥ BC (]) 
इसी प्रकार, क्रमशः 8,0,, 8,८, और 8,८, को मिलाकर आप देख सकते हैं कि 
AB, AC 2 
क (=; और B,C, ॥ BC (2) 
BB Fe ३ ले 
AB; AG, [= न या 4 
8फ = टूट (7 और B,C, ॥ BC, (3) 
AB, AC 4 
OR (=; और B,C, ॥ BC (4) 
B,B iC 8 जे कक 


(]), (2), (3) और (4) से, यह देखा जा सकता है कि यदि कोई रेखा किसी त्रिभुज की 
दो भुजाओं को एक ही अनुपात में विभाजित करे, तो वह रेखा तीसरी भुजा के समांतर होती हैं। 


आप किसी अन्य माप का कोण 4४ खींचकर तथा भुजाओं 4% और «४ पर कितने भी 
समान भाग अंकित कर, इस क्रियाकलाप को दोहरा A 
सकते हैं। प्रत्येक बार, आप एक ही परिणाम पर पहुँचेंगे। 
इस प्रकार, हम निम्नलिखित प्रमेय प्राप्त करते हैं, जो 
प्रमेय 6.] का विलोम हैः 


प्रमेय 6.2 : यदि एक रेखा किसी त्रिभुज की दो भुजाओं 
को एक ही अनुपात में विभाजित करे, तो वह तीसरी 





B 


C 

भुजा के समातर होती है। आकृति 6.2 
लें AD AE 
इस प्रमेय को सिद्ध किया जा सकता है, यदि हम एक रेखा ६ इस प्रकार लें कि पा 


हो तथा DE भुजा 80 के समांतर न हो (देखिए आकृति 6.2)। 

अब यदिह भुजा 80 के समांतर नहीं है, तो 80 के समांतर एक रेखा DE” खींचिए। 
AD AE’ क्यों 
ER 2 
DBञ FC छठ 
ABE _ AE 
EC EC 


अतः 


(क्यों?) 





इसलिए 
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उपरोक्त के दोनों पक्षों में । जोड़ कर, आप यह देख सकते हैं कि ६ और ह” को अवश्य 
ही संपाती होना चाहिए (क्यों?)। उपरोक्त प्रमेयों का प्रयोग स्पष्ट करने के लिए आइए कुछ 
उदाहरण लें। 


उदाहरण । : यदि कोई रेखा एक ^ ABC की भुजाओं 48 और 4८ को क्रमश: और ह पर 


प्रतिच्छेद करे तथा भुजा 80 के समांतर हो, तो सिद्ध कोजिए कि = होगा (देखिए 


आकृति 6.।3)। 


हल : DE Il BC (दिया है) ॥ 
AD AE 
र 6.]) 
DB EC D 

अ थात { RNR sic ———- | 0) 
ba AD ञ AE 

DB EC 
या = i Sd 

AD AE 
मर AB _ AC ९ ८ 

ग आकृति 6.3 
अतं AD _ # 
' AB ञ_ AC हे 
उदाहरण 2 : ABCD एक समलंब है जिसमें AB ॥ DC Lo पर 
है। असमांतर भुजाओं 40 और 8८ पर क्रमश: बिंदु ह 
और ह इस प्रकार स्थित हैं कि हF भुजा ७8 के समांतर 
D C 
यि AE B 

है (देखिए आकृति 6.4)। दर्शाइए कि ठा है। आकृति 6.4 
हल : आइए ^ और ८ को मिलाएँ जो हF को 6 पर A B 


प्रतिच्छेद करे (देखिए आकृति 6.।5)। So 
KE F 


AB || DC और £F॥ AB (दिया है) 
इसलिए ६F॥ DC (एक ही रेखा के समांतर 
रेखाएँ परस्पर समांतर होती हैं) 9 C 


आकृति 6.45 
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अब ^ ADC में, 
EG॥| DC (क्योंकि EF | DC) 


अतः HE (प्रमेय 6.।) ] 
ED GC का 


इसी प्रकार, ७ CAB में 


_ BF 

अर्थात्‌ उ 

के GC FC 
अतः (]) और (2) से 

AE _ BF 

ED ञsFC 


3 ES _ PT 
उदाहरण 3: आकृति 6.6 में त्त = ज्र 
दाहरण 3 : आकृति 6.6 में उ = न्‌ है तथा 


Z PST = 2 PRQ है। सिद्ध कीजिए कि «७०07२ एक 
समद्ठिबाहु त्रिभुज है। 


4] 


(2) 





PS PT 

हल : यह दिया है कि, 0 TE 
आकृति 6.6 
अतः STIQR (प्रमेय 6.2) 
इसलिए 2 PST = Z PQR (संगत कोण) (I) 
साथ ही यह दिया है कि 
Z PST = Z PRQ (2) 

अतः Z PRO = Z POR [(]) और (2) से 
इसलिए P= P (समान कोणों की सम्मुख भुजाएँ) 


अर्थात्‌ ७०0१ एक समद्विबाहु त्रिभुज है। 
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प्रश्‍नावली 6.2 
।. आकृति 6.।7 6) और () में, £ ॥ 8८ है। 6) में ६८ और (7) में ^7 ज्ञात कीजिए: 





(]) al हे 


आकृति 6.7 B 
2. किसी P0९ की भुजाओं 70 और ?र पर क्रमश: बिंदु “~ 
ह और F स्थित हैं। निम्नलिखित में से प्रत्येक स्थिति के 4 ८ 
लिए, बताइए कि क्या ६F॥ ९7 हैः 
6) PE=3.9cm,EQ=3cm,PF=3.6cm RRFR =2.4cm D 
Gi) PE=4cm,QE=4.5cm,PF=8cm MRRF=9cm आकृति 6.8 


Gii) PQ=I.28cm, PR =2.56cm,PE=0.I8cm MRTPF=0.36cm 


म A 
3. आकृति 6.।8 में यदि [8 ॥ 08 और 7\॥ ८D हो तो 


AM AN 
सिद्ध कीजिए कि = है। A 
4. आकृति 6.।9 में ए£॥ ८ औरा)7॥ AF है। सिद्ध कीजिए 
BF _BE & a F E € 
स्ह ञ हट "। आकृति 6.9 
5. आकृति 6.20 में ६॥ 00 और 97॥ 07 है। दर्शाइए कि ६F॥ ९९ है। 


6. आकृति 6.2। में क्रमशः 0, 00 और 0२ पर स्थित बिंदु 4, 8 और ८ इस प्रकार हैं कि 
AB | PQ और AC॥ एए है। दर्शाइए कि 80॥ ९ है। 
P 


AN 
° R 
आकृति 6.20 आकृति 6.2 
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7. प्रमेय 6. का प्रयोग करते हुए सिद्ध कीजिए कि एक त्रिभुज की एक भुजा के मध्य-बिंदु से 
होकर दूसरी भुजा के समांतर खींची गई रेखा तीसरी भुजा को समद्विभाजित करती है। (याद 
कीजिए कि आप इसे कक्षा [> में सिद्ध कर चुके हैं।) 


8. प्रमेय 6.2 का प्रयोग करते हुए सिद्ध कीजिए कि एक त्रिभुज की किन्हीं दो भुजाओं के 
मध्य-बिंदुओं को मिलाने वाली रेखा तीसरी भुजा के समांतर होती है। (याद कीजिए कि आप 
कक्षा% में ऐसा कर चुके हैं)। 


9. ABCD एक समलंब है जिसमें A8॥ D८ है तथा इसके विकर्ण परस्पर बिंदु 0 पर प्रतिच्छेद करते 


हैं। दर्शाइए कि 0 ७ है। 


AO_ CO 


0. एक चतुर्भुज ACD के विकर्ण परस्पर बिंदु 0 पर इस प्रकार प्रतिच्छेद करते हैं कि \ 


है। दर्शाइए कि ABCD एक समलंब है। 


6.4 त्रिभुजों की समरूपता के लिए कसौटियाँ 
पिछले अनुच्छेद में हमने कहा था कि दो त्रिभुज समरूप होते हैं यदि (५) उनके संगत कोण 
बराबर हों तथा (४) उनकी संगत भुजाएँ एक ही अनुपात में (समानुपाती हों)। अर्थात्‌ 
यदि ^ ७80 और ^ DFF में, 
0) 2 ७ - 27), 28 - 2४, “2 ० - “ ए है तथा 
AB BC CA 


0) 5 ग स है तो दोनों त्रिभुज समरूप होते हें (देखिए आकृति 6.22)। 
A 
D 
B C E F 


आकृति 6.22 


यहाँ आप देख सकते हैं कि ^, 7) के संगत है; 8, ६ के संगत है तथा ८, ह के संगत 
है। सांकेतिक रूप से, हम इन त्रिभुजों की समरूपता को '& ABC ~ ^ DEF” लिखते हैं तथा 
'त्रिभुज ABC समरूप है त्रिभुज DEF के' पढते हैं। संकेत :~' 'समरूप' को प्रकट करता है। 
याद कीजिए कि कक्षा ह में आपने 'सर्वागसम' के लिए संकेत = का प्रयोग किया था। 
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अब एक प्रश्‍न यह उठता हैः दो त्रिभुजों, मान लीजिए ७80 और 779 की समरूपता की 
जाँच के लिए क्या हम सदैव उनके संगत कोणों के सभी युग्मों की समानता (८ ^ = ८, 
2 8 - “४, 2 ०0 - 7) तथा उनकी संगत भुजाओं के सभी युग्मों के अनुपातों को समानता 
= = न पर विचार करते हैं? आइए इसकी जाँच करें। आपको याद होगा कि कक्षा 
ए में, आपने दो त्रिभुजों की सर्वागसमता के लिए कुछ ऐसी कसौटियाँ (८7९१) प्राप्त की थीं 
जिनमें दोनों त्रिभुजों के संगत भागों (या अवयवों) के केवल तीन युग्म ही निहित थे। यहाँ भी, 
आइए हम दो त्रिभुजों को समरूपता के लिए, कुछ ऐसी कसौटियाँ प्राप्त करने का प्रयत्न करें, 
जिनमें इन दोनों त्रिभुजों के संगत भागों के सभी छः युग्मों के स्थान पर, इन संगत भागों के कम 
युग्मों के बीच संबंध ही निहित हों। इसके लिए, आइए निम्नलिखित क्रियाकलाप करें: 
क्रियाकलाप 4 : भिन्न-भिन्न लंबाइयों, मान लीजिए ३८० और 5८० वाले क्रमशः दो 
रेखाखंड ८ और हF खींचिए। फिर बिंदुओं 8 और 0 पर क्रमशः ८/8८ और “00८४9 किन्ही 
दो मापों, मान लीजिए 60° और 40°, के खींचिए। साथ ही, बिंदुओं ह और ए पर क्रमश: 
/REF = 60° और /SFE = 40° खींचिए (देखिए आकृति 6.23)। 






A 


0 
60 4G E/)\00 AON F 


3cm Scm 
आकृति 6.23 
मान लीजिए किरण 87 और ८९ परस्पर बिंदु ^ पर प्रतिच्छेद करती हैं तथा किरण ए और 
FS परस्पर बिंदु ए पर प्रतिच्छेद करती हैं। इन दोनों त्रिभुजों A और DF में, आप देख सकते 
हैं कि /“ 8 - 2 ४, ८ ० - “7 और .“ & - ८7 है। अर्थात्‌ इन त्रिभुजों के संगत कोण बराबर 


B 
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ड ओं में ड BC 3 
हैं। इनकी संगत भुजाओं के बारे में आप क्या कह सकते हैं? ध्यान दीजिए कि 0 


AB CA में है 
हे। गा र और न के बारे में आप क्या कह सकते हैं? AB, D६, C4 और FD को मापने पर, 


पाएंगे AB CA ड 

आप पाएँगे कि -- और जा) भी0.6 के बराबर है (अथवा लगभग 0.6 के बराबर हैं, यदि 
मे AB BC CA 

मापन में कोई त्रुटि है)। इस प्रकार, जब अप है। आप समान संगत कोण वाले 


त्रिभुजों के अनेक युग्म खींचकर इस क्रियाकलाप को दुहरा सकते हें। प्रत्येक बार, आप यह 
पाएँगे कि उनकी संगत भुजाएँ एक ही अनुपात में (समानुपाती) हैं। यह क्रियाकलाप हमें दो 
त्रिभुजों की समरूपता की निम्नलिखित कसौटी की ओर अग्रसित करता हैः 


प्रमेय 6.3: यदि दो त्रिभुजों मे, संगत कोण बराबर हों, तो उनकी संगत भुजाएँ एक ही अनुपात 
में (समानुपाती) होती हैं और इसीलिए ये त्रिभुज समरूप होते हैं। 


उपरोक्त कसौटी को दो त्रिभुजों को समरूपता D 
की ^^ (कोण-कोण-कोण) कसौटी कहा 


A 
जाता है। 

इस प्रमेय को दो ऐसे त्रिभुज 48 और /- 

DEF लेकर, जिनमें /A= /D, / 8 - 2 ए ड र 
ओर »“ ० - .“ 7 हो, सिद्ध किया जा सकता 


है (देखिए आकृति 6.24)। 
DP = AB और D0 = AC काटिए तथा ९ और 0 को मिलाइए। 


© 


आकृति 6.24 


अतः AABCz A DPQ (क्यों?) 
इससे /B=/P =£ और PQ॥ FF प्राप्त होता है (कैसे?) 
अतः ज्म = ee (क्यों?) 

AB AC क्यों 
अर्थात्‌ DE र DF ( क्यो?) 
इसी प्रकार, ग् = पा और इसीलिए प् = - = 


टिप्पणी : यदि एक त्रिभुज के दो कोण किसी अन्य त्रिभुज के दो कोणों के क्रमशः बराबर 
हों, तो त्रिभुज के कोण योग गुणधर्म के कारण, इनके तीसरे कोण भी बराबर होंगे। इसीलिए, 
AAA समरूपता कसौटी को निम्नलिखित रूप में भी व्यक्त किया जा सकता हैः 
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यदि एक त्रिभुज के दो कोण एक अन्य त्रिभुज के क्रमश: दो कोणो के बराबर हो, तो 
दोनों त्रिभुज समरूप होते हैं। 

उपरोक्त को दो त्रिभुजों की समरूपता की ^4 कसौटी कहा जाता है। 

ऊपर आपने देखा है कि यदि एक त्रिभुज के तीनों कोण क्रमशः दूसरे त्रिभुज के तीनों 
कोणों के बराबर हों, तो उनको संगत भुजाएँ समानुपाती (एक ही अनुपात में) होती हैं। इस 
कथन के विलोम के बारे में क्या कह सकते हैं? क्या यह विलोम सत्य है? दूसरे शब्दों में, 
यदि एक त्रिभुज की भुजाएँ क्रमशः दूसरे त्रिभुज की भुजाओं के समानुपाती हों, तो क्या यह 
सत्य है कि इन त्रिभुजों के संगत कोण बराबर हैं? आइए, एक क्रियाकलाप द्वारा जाँच करें। 
क्रियाकलाप 5 : दो त्रिभुज 48८ और DEF इस प्रकार खींचिए कि AB =3 cm, BC = 6cm, 
CA=8cm,DE =4.5cm,EF =9cm और FD = ]2८ हो (देखिए आकृति 6.25)। 


D 
A 
NE Ci) 4.5 A l2 em 
3cm 
B 6cm C LE 9cm F 
आकृति\6.25 
AB BC CA ) ड 
तब, आपको प्राप्त है: =-= प्रत्येक ~ के बराबर हैं 
है DE ञ EF FD © 3 के बर ) 


अब, ८ ^, / 8,2९, 2D, ८ ६ और ८ ह को मापिए। आप देखेंगे कि /4= 2D, 
/B=८/६और८ C= ८Fहै, अर्थात्‌ दोनों त्रिभुजों के संगत कोण बराबर हैं। 

इसी प्रकार के अनेक त्रिभुजों के युग्म खींचकर (जिनमें संगत भुजाओं के अनुपात 
एक ही हों), आप इस क्रियाकलाप को पुनः कर सकते हैं। प्रत्येक बार आप यह पाएँगे 
कि इन त्रिभुजों के संगत कोण बराबर हैं। यह दो त्रिभुजों की समरूपता की निम्नलिखित 
कसौटी के कारण हैं: 


प्रमेय 6.4 : यदि दो त्रिभुजों में एक त्रिभुज की भुजाएंँ दूसरे त्रिभुज की भुजाओं के समानुपाती 
(अर्थात्‌ एक ही अनुपात में) हो, तो इनके संगत कोण बराबर होते हैं, और इसीलिए दोनों 
त्रिभुज समरूप होते हैं। 
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इस कसौटी को दो त्रिभुजों की समरूपता की $95 (भुजा-भुजा-भुजा) कसौटी कहा 

जाता है। 
जिनमें ^. _ BC _ ९७ 


उपरोक्त प्रमेय को ऐसे दो त्रिभुज ५800 और DF लेकर, जिन क ह 


हो, 


सिद्ध किया जा सकता है (देखिए आकृति 6.26): 
A DEF में DP = AB और DQ = AC काटिए तथा 7 और 0 को मिलाइए। 


B C E F 
आकृति 6.26 


, D 
यहाँ यह देखा जा सकता है कि £ = हि और 70 ॥ ह है (कैसे?) 


PE 
अतः Z/P=/E फॉर +/2 6 - / 7 
DP DQ PQ 
इसलिए Ce 
इसलिए DE DF ञ EF 
DP _ 070 _ 8८ &द्यों 
जिससे = ८ प्य ? 
ससं DEञ DF ञ EF (RN) 
अतः BC= PQ (क्यों?) 
इस प्रकार A ABCz A DPQ (क्यों?) 
अतः Z/NS/D, /B=/E और /C=/F (कैसे?) 


टिप्पणी : आपको याद होगा कि दो बहुभुजों की समरूपता के दोनों प्रतिबंधों, अर्थात्‌ 
() संगत कोण बराबर हों और (४) संगत भुजाएँ एक ही अनुपात में हों, में से केवल किसी 
एक का ही संतुष्ट होना उनको समरूपता के लिए पर्याप्त नहीं होता। परंतु प्रमेयों 6.3 और 
6.4 के आधार पर, अब आप यह कह सकते हैं कि दो त्रिभुजों की समरूपता की स्थिति 
में, इन दोनों प्रतिबंधों की जाँच करने की आवश्यकता नहीं है, क्योंकि एक प्रतिबंध से स्वत: 
ही दूसरा प्रतिबंध प्राप्त हो जाता है। 


2020-2 


]48 गणित 


आइए अब दो त्रिभुजों की सर्वागसमता को उन कसौटियों को याद करें, जो हमने कक्षा 
ए में पढ़ी थीं। आप देख सकते हैं कि $55 समरूपता कसौटी की तुलना $99 सर्वागसमता 
कसौटी से की जा सकती है। इससे हमें यह संकेत मिलता है कि त्रिभुजों की समरूपता की 
ऐसी कसौटी प्राप्त करने का प्रयत्न किया जाए जिसकी त्रिभुजों की $4 सर्वागसमता कसौटी 
से तुलना की जा सके। इसके लिए, आइए एक क्रियाकलाप करें। 
क्रियाकलाप 6 : दो त्रिभुज 48८ और DEF इस प्रकार खींचिए कि AB = 2 ८m, ८ ^ = 50°, 
AC =4cm, DE=3 cm, 2 D = 50° और DF = 6० हो (देखिए आकृति 6.27)। 


A 
> 
ल Fe Oc cm 
2cm 3 cm 
B C |) EE 
आकृति 6.27 
र हैं कि ^. _ AC 2 ड ञो 
यहाँ, आप देख सकते हैं कि जह = ढाः (प्रत्येक द के बराबर हैं) तथा ८ ^ (भुजा 


AB और AC के अंतर्गत कोण) = ८ 7) (भुजाओं 0६ और DF के अंतर्गत कोण) है। अर्थात्‌ 
एक त्रिभुज का एक कोण दूसरे त्रिभुज के एक कोण के बराबर है तथा इन कोणों को अंतर्गत 
करने वाली भुजाएँ एक ही अनुपात में (समानुपाती) हैं। अब, आइए ८ 8, ८ €, ८ ह और 
८ ह को मापें। 

आप पाएँगे कि / 8 = / ६ और ८ = ८ है। अर्थात्‌, / ^= / 9, / 8 = ८ ४ और 
2 C = ८ 7 है। इसलिए, ^^ समरूपता कसौटी से & ABC ~ ^ DEF है। आप ऐसे अनेक 
त्रिभुजों के युग्मों को खींचकर, जिनमें एक त्रिभुज का एक कोण दूसरे त्रिभुज के एक कोण 
के बराबर हो तथा इन कोणों को अंतर्गत करने वाली भुजाएँ एक ही अनुपात में (समानुपाती) 
हों, इस क्रियाकलाप को दोहरा सकते हैं। प्रत्येक बार, आप यह पाएँगे कि दोनों त्रिभुज समरूप 
हैं। यह त्रिभुजों की समरूपता की निम्नलिखित कसौटी के कारण हैं: 


प्रमेय 6.5 : यदि एक त्रिभुज का एक कोण दूसरे त्रिभुज के एक कोण के बराबर हो तथा 
इन कोणों को अतर्गत करने वाली भुजाएँ समानुपाती हों, तो दोनों त्रिभुज समरूप होते हैं। 
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इस कसौटी को दो त्रिभुजों की समरूपता की 545 (भुजा-कोण-भुजा) कसौटी कहा 


जाता है। 
पहले को ही तरह, इस प्रमेय को 


D 
भी दो त्रिभुज &80 और DEF ऐसे 
A 
AB AC ध 
लेकर कि ठ हो त 
“2 ७ - ८D हो (देखिए आकृति be ® 
6.28) तो सिद्ध किया जा सकता है। ;, Cc 
A DEF में DP = AB और DQ = AC 
आकृति 6.28 
काटिए तथा 7 और 0 को मिलाइए। 
अब PQ || EF और A ABC = A DPQ (कैसे?) 
अतः Z/A=ZD,Z/B=ZPऔर/C=८0 हे 
इसलिए A ABC ~ A DEF (क्यों?) 


आइए अब हम इन कसौटियों के प्रयोग को प्रदर्शित करने के लिए, कुछ उदाहरण लें। 


उदाहरण 4 : आकृति 6.29 में, यदि 70 ॥ ९ है, तो सिद्ध कीजिए कि ^ P0९ ~ ^ OR है। 


R 
[0 
० 
Q ७ 
आकृति 6.29 

हल : PQ ॥ RS (दिया है) 
अतः ZP= 25 (एकांतर कोण) 
और ZQ= ZR (एकांतर कोण) 
साथ ही Z POQ = Z SOR (शीर्षाभिमुख कोण) 


इसलिए A POQ ~ A SOR (AAA समरूपता कसौटी) 
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उदाहरण 5 : आकृति 6.30 में ८ ज्ञात कोजिए। 


री (3, 7.6 





आकृति 6.30 


हल: ७७3३० ओर 4 707 में, 








8 _3.8 _ 980 _ 6 _। और CA _3/3 | 











RQ 76 2 QP I 2 एर 6B? 

Fe AB BC CA 
अर्थात्‌ RQ ञ QP PR 
इसलिए AABC~ ARQP (555 समरूपता) 
इसलिए AC= LP 

(समरूप त्रिभुजों के संगत कोण) 
परंतु / C= 80°_ ८ ^ - ८ B(त्रिभुज का कोण योग गुणधर्म) 
= I80° _ 80° _ 60° = 40° C 
अतः ZP= 40° 
उदाहरण 6 : आकृति 6.3 भें, न 
OA . OB = OC . 0D है। ठ 

दर्शाइए कि Z/A=/C ओर / 8-27 है। D 
हल : OA .OB = 00. 0? (दिया है) 
अत ot आकृति 6.3 हु 
: ठठ 0B (]) 
साथ ही, हमें प्राप्त है: /AOD= / COB (शीर्षाभिमुख कोण) (2) 
अतः (]) और (2) से AAOD~ A COB (५4५ समरूपता कसौटी) 


इसलिए 2७-2० और “2 70 - “ 8 (समरूप त्रिभुजों के संगत कोण) 
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उदाहरण 7 : 90 ८m की लंबाई वाली एक लड़को बल्ब लगे एक खभे के आधार से परे 
।.2 ७/५ की चाल से चल रही है। यदि बल्ब भूमि से 3.60 की ऊँचाई पर है, तो 
4 सेकंड बाद उस लड़को की छाया को लंबाई ज्ञात कोजिए। 


हल: मान लीजिए AB बल्ब लगे खंभे को तथा 
CD लड़की द्वारा खंभे के आधार से परे 4 
सेकंड चलने के बाद उसकी स्थिति को प्रकट 
करते हैं (देखिए आकृति 6.32)। 

आकृति से आप देख सकते हैं कि DE 
लड़की की छाया को लंबाई है। मान लीजिए 
DE, x m है। 





अब,BD=l.2mx4=4.6m 





में आकृति 6.32 
ध्यान दीजिए कि ^ ABE और ^ CD में, 
Z/BA/N (प्रत्येक 90° का है, क्योंकि बल्ब 
लगा खंभा और लड़की दोनों ही भूमि से ऊर्ध्वांधर खड़े हैं) 
तथा Z/E=ZE (समान कोण) 
अतः AABE~ A CDE (AA समरूपता कसौटी) 
BE AB मजो | | 
इसलिए. - _ # संगत भुजाएं 
इसलिए गा = छए (समरूप त्रिभुजों की संगत भुजाए) 
अर्थात्‌ क 90 र = 0.9 
| CAs (90 cm = io m=O. m) 
अर्थात्‌ 4.8 + » = 4% 
अर्थात्‌ 3% = 4.8 
अर्थात्‌ x = I.6 
अतः 4 सेकंड चलने के बाद लड़को की छाया को लंबाई ।.6  है। 
N 
में Q P 
उदाहरण 8 : आकृति 6.33 में (५ और र क्रमशः 
A ABC और ^ 707 की माध्यिकाएँ हैं। यदि ॥ 
A ABC ~ A PQ है तो सिद्ध कीजिए कि 
0) AAMC ~ A PNR र 
. CM _AB 
( RN ४0 i \/ 


iid ACMB ~ ARN 
हा) र आकृति 6.33 
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हल: () 
अतः 

तथा 

परतु 

इसलिए (।) से 


अर्थात्‌ 


साथ ही 


इसलिए (3) और (4) से, 


(0) (5) से 
परतु 

अतः 

(॥) पुनः 
अतः 
साथ ही 
अर्थात्‌ 


अर्थात्‌ 


अतः 


गणित 


AABC~ APQR (दिया है) 
AB BC CA 
PQ OR 
Z/A=ZP Z/B=Z/QM/C=ZR (2) 
AB=2AMऔTPQ=2PN 
(क्योंकि ८M और ९ माध्यिकाएँ हैं) 
2AM CA 
2PN ञ RP 
AM CA | 
ष य RP (3) 
“७४०५० = 2 NPR [(2) से] (4) 
AAMC~ A PNR ($4 समरूपता) (5) 
CM ७७ 
RN घ RE (6) 
CA . AB 
कैफ 70 (0) से] (7) 
न = ड [(6) और (7) से] (8) 
AB BC 
FQ ठए [(7) से] 
Cid BC ठ 
कए - ठा [(8) से] (9) 
CM AB_2BM 
RN PQ 2600 
CM BM 
ऱ्य = QN (0) 
न = = हि [(9) और (0) से| 
4 CMB ~ ARNQ (555 समरूपता) 


[टिप्पणी : आप इस प्रश्न के भाग 69) को भाग 0) में प्रयोग को गई विधि से भी सिद्ध कर 


सकते हैं।] 
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प्रश्नावली 6.3 
।. बताइए कि आकृति 6.34 में दिए त्रिभुजों के युग्मों में से कौन-कौन से युग्म समरूप हैं। उस 


समरूपता कसौटी को लिखिए जिसका प्रयोग आपने उत्तर देने में किया हे तथा साथ ही समरूप 


त्रिभुजों को सांकेतिक रूप में व्यक्त कोजिए। हा 





D 
L 
4 FE ON 
| \ त हे 
M—yOP EF F. N L Q~ 
7 ड 


(iii) (iv) 


D 
D P 
। 
7 
2.5.2 ९ 80 30 
ठ 80 दर E ~ 80 ए 0०0 [N 30 (~ R 
B CE ह F 
के (४) 


(vi) 


R 


आकृति 6.34 


2. आकृति 6.35 में, ७ 000 ~ AOBA, Z BOC = 
25° और / CDO0 =70° हे। / DOC, / DCO 
और / 0B ज्ञात कीजिए। 


3. समलंब ABCD, जिसमें ७8 ॥ DC है, के विकर्ण 
AC और BD परस्पर 0 पर प्रतिच्छेद करते हैं। दो 
त्रिभुजों की समरूपता कसौटी का प्रयोग करते 

OB 


OA 
हुए, दर्शाइए कि = = ला दै आकृति 6.35 
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I0. 


मे QR QT 
- आकृति 6.36 में, ठ = हर पथा ८ ।=८ 2 है। 


PR 
दर्शाइए कि ^ P05 ~ ^ QR है। 


, APQR की भुजाओं P९ और ९२ पर क्रमशः बिंदु 


७ और 7 इस प्रकार स्थित हैं कि /P= / ९7 है। 
दर्शाइए कि 4 RP() ~ A RT है। 


, आकृति 6.37 में, यदि ^ ABE = ^ ACD है, तो 


दर्शाइए कि ^ ADE ~ A ABC है। 


, आकृति 6.38 में,^ BC के शीर्षलंब 4 और 


ह परस्पर बिंदु? पर प्रतिच्छेद करते हैं। दर्शाइए 
किः 

(i) AAEP~ACDP 

(ii) AABD~ACBE 

(iii) AAEP~AADB 

(iv) APDC~ABEC 


. समांतर चतुभुज ABCD को बढ़ाई गई भुजा 


AD पर स्थित ह एक बिंदु है तथा 85 भुजा CD 
को 7 पर प्रतिच्छेद करती है। दर्शाइए कि 
AABE~ACEB हे। 


. आकृति 6.39 में, AC और ^\भP दो समकोण 


त्रिभुज हैं, जिनके कोण 8 और) समकोण हैं। 
सिद्ध कोजिए किः 

(i) AABC~ AAMP 

CA _ BC 

(I) PA ञ MP 

CD और GH क्रमश: / ACB और / 567 के ऐसे 
समद्विभाजक हैं कि बिंदु 0 और प क्रमश: ५५8८ 
और «77४0 की भुजाओं 4B और 7 पर स्थित हैं। 
यदि ^ ABC ~ ^FEG है, तो दर्शाइए किः 
CD _ AC 
GH FG 
(ii) ADCB~AHGE 
(iii) ADCA ~ AHGF 








0) 
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दु R 


आकृति 6.36 


A 





आकृति 6.38 


C 


B 
आकृति 6.39 
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।. आकृति 6.40 में,AB = AC वाले, एक समद्रिबाहु त्रिभुज ABC की बढाई गई भुजा ८8 पर स्थित 
ह एक बिंदु है। यदि ^ । 82८ और हF। AC है तो सिद्ध कीजिए कि & ABD ~ AECF है। 

2. एक त्रिभुज ABC की भुजाएँ७8 और 80 तथा माध्यिका 4D एक अन्य त्रिभुज 707२ की क्रमशः 
भुजाओं 70 और ९7 तथा माध्यिका भ के समानुपाती हैं (देखिए आकृति 6.4 )। दर्शाइए कि 
AABC~APQR ह 





C Q M R 
आकृति 6.40 आकृति 6.4 
3. एक त्रिभुज 8८ की भुजा 8८ पर एक बिंदु 0 इस प्रकार स्थित है कि ८ ADC = 
2 BAC है। दर्शाइए कि CA? = ०8.09 है। 
।4. एक त्रिभुज ७80 की भुजाएँ 48 और ^ तथा माध्यिका4 एक अन्य त्रिभुज की भुजाओं PQ 
और एर्‌ तथा माध्यिका ?५ के क्रमशः समानुपाती हैं। दर्शाइए कि ^ ABC ~^ PQ है। 


5. लंबाई 6 ० वाले एक ऊर्ध्वाधर स्तंभ की भूमि पर छाया की लंबाई 4 ० है, जबकि उसी समय 
एक मीनार की छाया को लंबाई 28 7 है। मीनार की ऊँचाई ज्ञात कीजिए। 


6. 4D और ?» त्रिभुजों ५8० और P0९ की क्रमशः माध्यिकाएँ हैं, जबकि ^ ABC ~ ^ PQ है। 


सिद्ध कीजिए कि ^= ^ है। 


PQ PM 

6.5 समरूप त्रिभुजों के क्षेत्रफल 

आपने यह सीखा है कि दो समरूप त्रिभुजों में, उनकी संगत भुजाओं के अनुपात एक ही 
(समान) रहते हैं। क्या आप सोचते हैं कि इन त्रिभुजों के क्षेत्रफलों के अनुपात और इनकी 
संगत भुजाओं के अनुपात में कोई संबंध है? आप जानते हैं कि क्षेत्रफल को वर्ग मात्रकों 
(square ७०५) में मापा जाता है। अतः, आप यह आशा कर सकते हैं कि क्षेत्रफलों का 
अनुपात इनकी संगत भुजाओं के अनुपात के वर्ग के बराबर होगा। यह वास्तव में सत्य है 


और इसे हम अगली प्रमेय में सिद्ध करेंगे। ए 
A 
प्रमेय 6.6 : दो समरूप त्रिभुजों के क्षेत्रफलं 
का अनुपात इनकी संगत भुजाओं के अनुपात 
के वर्ग के बराबर होता है। BM CON 


आकृति 6.42 
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उपपत्ति : हमें दो त्रिभुज 480 और P0२ ऐसे दिए हैं कि & ABC ~ A 70२ है 
(देखिए आकृति 6.42)। 


ह्मे ar (ABC) _(ABY _ (BC) _(CAY 
सिद्ध करना है कि | | - तर, =| 





ar (PQR) (PQ RP 


दोनों त्रिभुजों के क्षेत्रफल ज्ञात करने के लिए, हम इनके क्रमशः शीर्षलंब 4॥ और एप 
खींचते हैं। 











अब ar (ABC) = "| BCx AM 
तथा ar (PQR) = QR x PN 
l C 
किक ar (ABC) XRCXAM 30:७7 
= PQR) > ILA ORXPN 0) 
ह XQR x PN QR 
अब, ^ ABM और 4 700 में, 

४८३ >.“ 0 (क्योंकि ^ ABC ~ ^ 70४ है) 
और ZM= ZN (प्रत्येक 90° का है) 
अतः AABM~APQN (AA समरूपता कसौटी) 

AM «४8 
इसलिए PN PQ (2) 
साथ ही AABC~ A PQR (दिया है) 

इसलिए AB _BC_CA 
ह PQ ञ QR RP >) 
र ar (ABC) AB AM और (3 
अतः Z(POR) = FQ” EN [(]) और (3) से] 
AB _ AB 
0 [(2) से] 


[ह 


अब (3) का प्रयोग करके, हमें प्राप्त होता है 
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ar (ABC) _ [AB _(BC 6 
ar (PQR) ञ (PQ) (QR) (LRP 


आइए हम इस प्रमेय का प्रयोग दर्शने के लिए एक उदाहरण लें। 











में रेखाखंड A 
उदाहरण 9 : आकृति 6.43 में, रेखाखंड XY 
त्रिभुज 8८ की भुजा 40 के समांतर है तथा DN 
इस त्रिभुज को वह बराबर क्षेत्रफलों वाले दो 
भागों में AX 
भागों में विभाजित करता है। अनुपात _- ज्ञात 
AB B C 
कोजिए। Y 
आकृति 6.43 
हल : हमें प्राप्त है: XY AC (दिया है) 
अतः /BXY=ZA और ZBYX=2C (संगत कोण) 
इसलिए AABC~ AXBY (AA समरूपता कसौटी) 
र ar (ABC) AB ) य 
f ar BY) 7 (XB (प्रमेय 6.6) (]) 
साथ ही ar (ABC) = 2ar(XBY) (दिया है) 
अत ४ (480) 2 
| प (2) 


इसलिए (।) और (2) से 


या 


या MP 














या 7 अर्थात्‌ 
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प्रश्नावली 6.4 
।. मान लीजिए ७ ७80 ~ ^DEF है और इनके क्षेत्रफल क्रमशः 64 ८०? और ।2। ८m? हैं। यदि 
EF = 5.4 cm हो, तो 80 ज्ञात कौजिए। 
2. एक समलंब ७3८09 जिसमें ^5॥ DC है, के विकर्ण परस्पर बिंदु 0 पर प्रतिच्छेद करते हैं। यदि 
AB=2 CD हो तो त्रिभुजों 408 और ८0D के क्षेत्रफलों का अनुपात ज्ञात कीजिए। 


3. आकृति 6.44 में एक ही आधार BC पर दो त्रिभुज 
ABC और DBC बने हुए हैं। यदि 4D, 80 को 0 पर 


A C 
ar (ABC) _ AO 
D 


4. यदि दो समरूप त्रिभुजों के क्षेत्रफल बराबर हों तो B 
सिद्ध कीजिए कि वे त्रिभुज सर्वागसम होते हैं। आकृति 6:44 

5. एक त्रिभुज 48८ को भुजाओं 48,8८ और ८4के मध्य-बिंदु क्रमशः, थ और 7 हैं। A DEF 
और A480 के क्षेत्रफलों का अनुपात ज्ञात कीजिए। 

6. सिद्ध कीजिए कि दो समरूप त्रिभुजों के क्षेत्रफलों का अनुपात इनकी संगत माध्यिकाओं 
के अनुपात का वर्ग होता है। 

7. सिद्ध कीजिए कि एक वर्ग को किसी भुजा पर बनाए गए समबाहु त्रिभुज का क्षेत्रफल उसी 
वर्ग के एक विकर्ण पर बनाए गए समबाहु त्रिभुज के क्षेत्रफल का आधा होता है। 

सही उत्तर चुनिए और अपने उत्तर का औचित्य दीजिएः 

8. ABC और 8D दो समबाहु त्रिभुज इस प्रकार हैं किए भुजा 80 का मध्य-बिंदु है। त्रिभुजों 

ABC और BD के क्षेत्रफलों का अनुपात है: 


(A) 2:] (B) I:2 (0) 4:] (D) :4 
9. दो समरूप त्रिभुजों की भुजाएँ4 : 9 के अनुपात में हैं। इन त्रिभुजों के क्षेत्रफलों का अनुपात हैः 
(A) 2:3 (B) 4:9 (0) 8:6 (D) 6:8] 


6.6 पाइथागोरस प्रमेय 

पिछली कक्षाओं में, आप पाइथागोरस प्रमेय से भली-भाँति परिचित हो चुके हैं। आपने 
कुछ क्रियाकलापों द्वारा इस प्रमेय की जाँच की थी तथा इसके आधार पर कुछ प्रश्न 
हल किए थे। आपने कक्षा] में, इसकी एक उपपत्ति भी देखी थी। अब, हम इस प्रमेय 
को त्रिभुजों को समरूपता की अवधारणा का प्रयोग करके सिद्ध करेंगे। इसे सिद्ध करने 
के लिए हम एक समकोण त्रिभुज के कर्ण पर सम्मुख शीर्ष से डाले गए लंब के 
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दोनों ओर बने समरूप त्रिभुजों से संबंधित एक B 
परिणाम का प्रयोग करेंगे। 
अब, आइए एक समकोण त्रिभुज ABC लें 
जिसका कोण 8 समकोण है। मान लीजिए BD 


कर्ण AC पर लंब है (देखिए आकृति 6.45)। 4 [ C 
आप देख सकते हैं कि ^ ADB और ^ ABC में आकृति 6.45 
ZA= ZA 
और 2 ADB = Z ABC (क्यों?) 
अतः AADB ~ AABC (कैसे?) (]) 
इसी प्रकार ABDC ~ A ABC (कैसे?) (2) 


अतः, (।) और (2) के अनुसार, लम्ब छा) के दोनों ओर के त्रिभुज संपूर्ण त्रिभुज 
ABC के समरूप हैं। 


साथ ही, क्योंकि A ADB ~ AABC है 
और ABDC ~ AABC है 
इसलिए A ADB ~ A BDC (अनुच्छेद 6.2 की टिप्पणी से) 


उपरोक्त चर्चा से, हम निम्नलिखित प्रमेय पर पहुँचते हैं: 


प्रमेय 6.7 : यदि किसी समकोण त्रिभुज के समकोण 
वाले शीर्ष से कर्ण पर लब डाला जाए तो इस लब 
के दोनों ओर बने त्रिभुज सपूर्ण त्रिभुज के समरूप 
होते हैं तथा परस्पर भी समरूप होते हे। 


आइए पाइथागोरस प्रमेय को सिद्ध करने के 
लिए उपरोक्त प्रमेय का प्रयोग करें। पाइथागोरस 


( 569-479 सा.यु. ) 





प्रमेय 6.8: एक समकोण त्रिभुज में कर्ण का वर्ग शेष 
दो भुजाओं के वर्गो के योग के बराबर होता है। B 


उपपत्ति : हमें एक समकोण त्रिभुज ७8८ दिया है 
जिसका /B समकोण है। 


हमें सिद्ध करना है कि AC? = AB?+ BC? 
/i C 


खीचें A 
आइए BD । AC खीचें (देखिए आकृति 6.46)। D 
आकृति 6.46 


2020-2 


60 गणित 


अब A ADB ~ AABC (प्रमेय 6.7) 

AD AB हि है 
अतः स भुजाए समानुपाती हे 
अत पु = 75. (भुजाएँ समानुपाती हैं) 
या AD . AC = ७82 (I) 


साथ ही ABDC ~ AABC (प्रमेय 6.7) 


न 2 _ ¬ (भुजाएँ है 
तः उठ = परळ (भुजाएँ समानुपाती हैँ) 
या CD . AC = BC? (2) 
(]) और (2) को जोड़ने पर 


AD .AC+CD.AC= 037“ + BC 


या AC (AD + CD) = AB? + BC? 
या AC .AC= AB? + BC? 
या AC? = AB? + BC? 


उपरोक्त प्रमेय को पहले एक प्राचीन भारतीय गणितज्ञ बौधायन (लगभग 800 ई.पू.) 
ने निम्नलिखित रूप में दिया थाः 


एक आयत का विकर्ण स्वयं से उतना ही क्षेत्रफल निर्मित करता हे, जितना उसकी दोनों 
भुजाओं (अर्थात्‌ लंबाई और चोड़ाई) से मिल कर बनता है। 


इसका अर्थ हैः 


किसी आयत के विकर्ण से बने वर्ग का क्षेत्रफल इसकी दोनों आसन्न भुजाओं पर बने 
वर्गों के योग के बराबर होता है। 


इसी कारण, इस प्रमेय को कभी-कभी बौधायन प्रमेय भी कहा जाता हे। 


पाइथागोरस प्रमेय के विलोम के बारे में क्या कहा जा सकता है? आप पिछली कक्षाओं 
में इसको जाँच कर चुके हैं कि यह विलोम भी सत्य है। अब हम इसे एक प्रमेय के 
रूप में सिद्ध करेंगे। 


प्रमेय 6.9: यदि किसी त्रिभुज की एक भुजा का वर्ग अन्य दो भुजाओं के वर्गो के योग 
के बराबर हो तो पहली भुजा का सम्मुख कोण समकोण होता है। 
उपपत्ति : यहाँ हमें एक त्रिभुज ABC दिया है जिसमें AC? = AB? + BC? है। 

हमें सिद्ध करना है कि ८ 8 = 90° है। 
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इसे प्रारंभ करने के लिए हम एक « 707 की रचना करते हें जिसमें ८९) = 90°, 
PQ = AB और 0२ = 30 (देखिए आकृति 6.47)। 


B R: Q 


आकृति 6.47 


अब, ^ 707 से हमें प्राप्त हैः 
PR? = PQ? + QR? 


(पाइथागोरस प्रमेय, क्योंकि 


2 0-90 है) 

या PR? = AB? + BC? (रचना से) (I) 
परंतु AC? = AB? + BC? (दिया है) (2) 
अतः AC= PR [(]) और (2) से] (3) 
अब, ^ ७80 और ^ 707 में 

AB=PQ (रचना से) 

BC= QR (रचना से) 

AC = PR [ऊपर (3) में सिद्ध किया हे] 
अतः AABCzAPQR ($55 सर्वागसमता) 
इसलिए “8-0 (CPCT) 
परंतु ZQ= 90° (रचना से) 
अतः 2 8 - 90° 


टिप्पणी : इस प्रमेय की एक अन्य उपपत्ति के लिए परिशिष्ट | देखिए। 
आइए इन प्रमेयों का प्रयोग दर्शाने के लिए कुछ उदाहरण लें। 


उदाहरण 0 : आकृति 6.48 में /ACB = 90° तथा 





C 


BC: BD 
C कोजिए — - 
D । AB है। सिद्ध कीजिए कि त 
हल : AACD ~ A ABC 
(प्रमेय 6.7) B 
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AC AD 














अतः AB र AC 
या AC? = AB .AD 40 
इसी प्रकार ABCD~ A BAC (प्रमेय 6.7) 
Fe BC BD 

` BA BC 
या BC? = BA . BD (2) 
अतः (]) और (2) से 

BC? 84 - 80 __ BD हु 


AC? .. ४४8 - ७0 AD 


उदाहरण । : एक सीढी किसी दीवार पर इस प्रकार टिकी 

हुई है कि इसका निचला सिरा दीवार से 2.5 79 की दूरी पर 

है तथा इसका ऊपरी सिरा भूमि से 6 m़ की ऊँचाई पर बनी 

एक खिड़की तक पहुँचता है। सीढ़ी की लंबाई ज्ञात कीजिए। RIT 
हल : मान लीजिए 4B सीढ़ी है तथा ८4 दीवार है जिसमें 

खिड़की ^ पर है (देखिए आकृति 6.49)। 

साथ ही BC =2.5m और ९७-6॥ है।. 3 ञट2ूडफ़ ९ 


पाइथागोरस प्रमेय से हमें प्राप्त होता हैः आकृति 6.49 
AB? = BC+ CA? 
= (2.5)? + (6) 
= 42.25 
अतः AB = 6.5 C 
इस प्रकार, सीढी की लंबाई 6.5  है। 
उदाहरण ।2: आकृति 6.50 में 4D । 8० है। सिद्ध 27 कि 
AB? + CD? - BD? + AC? है। 
हल : ADC से हमें प्राप्त होता है: 
AC’= AD?+ CD? (I) B A 
(पाइथागोरस प्रमेय) आकृति 6.50 
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^ ADB से हमें प्राप्त होता है; 


AB? = AD? + BD? (2) (पाइथागोरस प्रमेय) 
(2) में से (() को घटाने पर हमें प्राप्त होता है: 
AB? — AC? = BD? - CD? B 
या AB“ + CD: = BD’ + AC? 
उदहारण ।3 : छा, और (५४ एक समकोण त्रिभुज mh 


ABC की माध्यिकाएँ हैं तथा इस त्रिभुज का 
कोण ^ समकोण है। सिद्ध कीजिए कि 








4 (BL°+ CM = 5 BC? C tL A 
हल: छा, और 0 एक ^ ४8८ की माध्यिकाएँ हैं; आकृति 6.5 
जिसमें ८ 4 = 90° है (देखिए आकृति 6.5)। 
A ABC 
BC? = AB? + AC? (पाइथागोरस प्रमेय) (]) 
AABLस 
BL? ॐ AL? + AB2 
ACY , mt 
या BI? = [5 | + ^8 (^C का मध्य-बिंदु [, है) 
C 2 
या BL? = “+ AB? 
या 4 BL? = AC? + 4 AB? (2) 
ACMA 
CM? = AC? + AM? 
ABY लि 
या CM? = AC? + |---| (^ का मध्य बिंदु M है) 
AB 
या CM?= AC + -.० 
या 4 CM? = 4 AC? + AB? (3) 


(2) और (3) को जोड़ने पर हमें प्राप्त होता है: 
4 (BL? + CM?) = 5 (AC? + AB?) 
या 4 (BL?+ CM = 5 BC? [() से] 
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उदाहरण 4 : आयत ABCD के अंदर स्थित A D 


0 कोई बिंदु है (देखिए आकृति 6.52)। “ब 
सिद्ध कीजिए कि 08+ 0D? = 04? + 00?है। 
हल: 

0 से होकर जाती हुई ?(॥ 8८ खींचिए, जिससे 4 


भुजा भवा 7 B C 

कि ? भुजा AB पर स्थित हो तथा 0 भुजा 9 आकृति 6.52 
पर स्थित हो। 
अब PQ ॥ BC है 
अतः PQ । AB और PQ । DC (८ B = 90° और ८ € = 90°) 
इसलिए / BPQ = 90° और ८ QP = 90° है। 
अतः 8700 और APD दोनों आयत हैं 
अब ^ 0PB से 

OB? = BP? + OP? (]) 
इसी प्रकार & 00D से 

OD? = OQ? + DQ? (2) 
^ 00८ से हमें प्राप्त होता हे 

OC? = 00? + CQ? (3) 
तथा ^ 0A? से हमें प्राप्त होता है 

OA? = AP? + OP? (4) 


(]) और (2) को जोड़ने पर 
OB: + OD: = BP + OP: + OQ: + DQ? 
= CQ: + OP: + OQ: + AP: 
(क्योंकि 87 = ८0 और D0 = AP है) 
= CQ + OQ° + OP’ + AP 
= OC? + O42 [(3) और (4) से] 
प्रश्नावली 6.5 
।. कुछ त्रिभुजों की भुजाएँ नीचे दी गई हैं। निर्धारित कीजिए कि इनमें से कौन-कौन से त्रिभुज 
समकोण त्रिभुज हैं। इस स्थिति में कर्ण की लंबाई भी लिखिए। 
(I) 7cm,24cm, 25cm (0) 3cm,8cm,6cm 
(iI) SOcm,80cm,Il00cm (५) I3cm,l2cm,S5cm 
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2. PQ एक समकोण त्रिभुज है जिसका कोण P D 
समकोण है तथा 0२ पर बिंदु [४ इस प्रकार स्थित है 
कि 7५ । ९९ है। दर्शाइए कि PM? = 0M . MR है। 


3. आकृति 6.53 में 48D एक समकोण त्रिभुज है 
जिसका कोण 4 समकोण है तथा AC । BD है। 
दर्शाइए कि 
(i) AB?=BC.BD 
(४) AC=BC.DC 
(iii) AD?=BD.CD 

4. ABC एक समद्विबाहु त्रिभुज है जिसका कोण ट समकोण है। सिद्ध कीजिए कि ७82 = 24८? है। 


आकृति 6.53 


5. ४80८ एक समद्रिबाहु त्रिभुज है जिसमें ^ = 80 है। यदि ७५82 - 240? है, तो सिद्ध कीजिए 
कि 48८ एक समकोण त्रिभुज है। 


6. एक समबाहु त्रिभुज 48८ की भुजा 2८ है। उसके प्रत्येक शीर्षलंब की लंबाई ज्ञात कीजिए। 
A 


7. सिद्ध कोजिए कि एक समचतुर्भुज को भुजाओं के 
वर्गों का योग उसके विकर्णो के वर्गो के योग के 
बराबर होता है। 

8. आकृति 6.54 में AAB€ के अभ्यंतर में स्थित कोई 
बिंदु 0 है तथा 0D । 80, 0 । 4 और 0F । «४ है। 
दर्शाइए कि 


(i) OA?+OB?+ 00? - OD?- 072 - OF? = AF? + BD? + CE? 
(ii) AF’ + BD?+CE?= AE?+ CD?+ BF आकृति 6.54 
9. ।0 7 लंबी एक सीढ़ी एक दीवार पर टिकाने पर भूमि से 8 9 की ऊँचाई पर स्थित एक खिड़की 
तक पहुँचती है। दीवार के आधार से सीढ़ी के निचले सिरे की दूरी ज्ञात कीजिए। 
0. ।8 ऊंचे एक ऊर्ध्वाधर खंभे के ऊपरी सिरे से एक तार का एक सिरा जुड़ा हुआ है 
तथा तार का दूसरा सिरा एक खूँटे से जुड़ा हुआ है। खंभे के आधार से खूँटे को कितनी 
दूरी पर गाड़ा जाए कि तार तना रहे जबकि तार की लंबाई 24 7 है। 





।।. एक हवाई जहाज एक हवाई अड्डे से उत्तर की ओर ।000 ६०/7 की चाल से उड़ता है। 
इसी समय एक अन्य हवाई जहाज उसी हवाई अड्डे से पश्चिम की ओर ]200 km/nr 


की चाल से उड़ता है। । : घंटे के बाद दोनों हवाई जहाजों के बीच की दूरी कितनी होगी? 


।2. दो खंभे जिनकी ऊँचाईयाँ 6० और ।। हैं तथा ये समतल भूमि पर खड़े हैं। यदि इनके 
पाद बिंदुओं के बीच की दूरी 2 है तो इनके ऊपरी सिरों के बीच की दूरी ज्ञात कीजिए। 
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3. एक त्रिभुज ७30 जिसका कोण ट समकोण है, को A 
भुजाओं ८4 और CB पर क्रमशः बिंदु ए और ह स्थित 
हैं। सिद्ध कीजिए कि AE?+ BD? = AB? + DE? है। 
4. किसी त्रिभुज ABC के शीर्ष 4से 82 पर डाला गया 
लम्ब 8८ को बिंदु ए पर इस प्रकार प्रतिच्छेद करता 
है कि DB=3CD है (देखिए आकृति 6.55)। सिद्ध D 
कीजिए कि 2 AB? =2^C?+ 8८० है। आकृति 6.55 
5. किसी समबाहु त्रिभुज 8८ की भुजा 82 पर एक बिंदु ए इस प्रकार स्थित है कि 
BD = BC है। सिद्ध कीजिए कि 94? - 7 AB? है। 
6. किसी समबाहु त्रिभुज में, सिद्ध कीजिए कि उसको एक भुजा के वर्ग का तिगुना उसके 
एक शीर्षलंब के वर्ग के चार गुने के बराबर होता है। 


7. सही उत्तर चुनकर उसका औचित्य दीजिए: ^ ABC में,^B = 63 cm,AC = ]2 था और 
BC=6cm है। कोण 8 हैः 
(A) I20° (B) 60° 
(0) 90१ (D) 45° 


अभ्यास 6.6 ( एच्छिक)* 


. आकृति 6.56 में ?$ कोण ९९२ का समद्विभाजक है। सिद्ध कीजिए कि न = र है। 
ड N 
Q R C र B 
आकृति 6.56 आकृति 6.57 


2. आकृति 6.57 में ए त्रिभुज ७80 के कर्ण ^€ पर स्थित एक बिंदु है जबकि 80 । ^ तथा 
DM । 82 और DN । AB है। सिद्ध कीजिए कि 
(i) DM?= DN .MC (i) DN?= DM.AN 


* यह प्रश्‍नावली परीक्षा की दृष्टि से नहीं दी गई है। 
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3. आकृति 6.58 में 48८ एक त्रिभुज है जिसमें ८48८ > 90° है तथा AD । ८४ है। सिद्ध कीजिए 
कि AC?=AB?+ BC?+2 BC. BD है। 


A A 
आकृति 6.58 आकृति 6.59 


4. आकृति 6.59 में 48८ एक त्रिभुज है जिसमें ८/8८ < 90° है तथा AD । 80 है। सिद्ध कीजिए 
कि AC?=AB?+ BC?-2 BC. BD है। 


5. आकृति 6.60 में ^ त्रिभुज 48८ की एक माध्यिका है तथा ७५ । BC है। सिद्ध कीजिए कि 


BC) A 
0) AC?=AD?+BC.DM+ जे 
हू BC 
(ii) AB°=AD?—BC.DM+ - 
l B C 
(iii) AC?+AB?=2AD?+ BC? M D 
आकृति 6.60 


6. सिद्ध कीजिए कि एक समांतर चतुर्भुज के विकर्णो के वर्गो का योग उसकी भुजाओं के 
वर्गो के योग के बराबर होता है। 

7. आकृति 6.6 में एक वृत्त की दो जीवाएँ AB 
और ८ परस्पर बिंदु ? पर प्रतिच्छेद करती हैं। 
सिद्ध कोजिए कि 


(i) AAPC~ADPB 


Y 
| 


(ii) AP.PB=CP.DP 


आकृति 6.67 
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8. आकृति 6.62 में एक वृत्त की दो जीवाएँ ७8 और CD बढ़ाने पर परस्पर बिंदु? पर प्रतिच्छेद 
करती हैं। सिद्ध कीजिए कि 
(i) APAC ~ APDB Gi) PA.PB=PC.PD 


A 


D 


आकृति 6.62 आकृति 6.63 





9, आकृति 6.63 में त्रिभुज 8८ की भुजा 8८ पर एक बिंदु ए इस प्रकार स्थित है कि 
BD _ AB 
CD AC 

0. नाजिमा एक नदी की थारा में मछलियाँ 
पकड़ रही है। उसकी मछली पकड़ने 
वाली छड़ का सिरा पानी की सतह से 
।.8 ० ऊपर है तथा डोरी के निचले 
सिरे से लगा काँटा पानी के सतह पर 
इस प्रकार स्थित है कि उसको नाजिमा 
से दूरी 3.6 ० है और छड के सिरे 
के ठीक नीचे पानी के सतह पर 
स्थित बिंदु से उसकी दूरी 2.4 7 है। 
यह मानते हुए कि उसको डोरी (उसकी छड़ के सिरे से काँटे तक) तनी हुई है, उसने 
कितनी डोरी बाहर निकाली हुई है (देखिए आकृति 6.64)? यदि वह डोरी को 5८/5 
की दर से अंदर खींचे, तो 2 सेकंड के बाद नाजिमा की काँटे से क्षेतिज दूरी कितनी होगी? 


है। सिद्ध कीजिए कि ^, कोण 8७८ का समद्विभाजक है। 





6.7 सारांश 
इस अध्याय में, आपने निम्नलिखित तथ्यों का अध्ययन किया हे; 


।. दो आकृतियाँ जिनके आकार समान हों, परंतु आवश्यक रूप से आमाप समान न हों, समरूप 
आकृतियाँ कहलाती हैं। 
2. सभी सर्वागसम आकृतियाँ समरूप होती हैं परंतु इसका विलोम सत्य नहीं है। 
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3. भुजाओं को समान संख्या वाले दो बहुभुज समरूप होते हैं, यदि (५) उनके संगत कोण बराबर हों 
तथा () उनकी संगत भुजाएँ एक ही अनुपात में (समानुपाती) हों। 

. यदि किसी त्रिभुज को एक भुजा के समांतर अन्य दो भुजाओं को भिन्न-भिन्न बिंदुओं पर 
प्रतिच्छेद करने के लिए, एक रेखा खींची जाए, तो ये अन्य दो भुजाएँ एक ही अनुपात में 
विभाजित हो जाती हैं। 

. यदि एक रेखा किसी त्रिभुज की दो भुजाओं को एक ही अनुपात में विभाजित करे, तो यह रेखा 
तीसरी भुजा के समांतर होती है। 

. यदि दो त्रिभुजों में, संगत कोण बराबर हों, तो उनकी संगत भुजाएँ एक ही अनुपात में होती हैं 
और इसीलिए दोनों त्रिभुज समरूप होते हैं (444 समरूपता कसौटी) । 

. यदि दो त्रिभुजों में, एक त्रिभुज के दो कोण क्रमशः दूसरे त्रिभुज के दो कोणों के बराबर हों, 
तो दोनों त्रिभुज समरूप होते हैं (^^ समरूपता कसौटी)। 

8. यदि दो त्रिभुजों में, संगत भुजाएँ एक ही अनुपात में हों, तो उनके संगत कोण बराबर होते हैं 
और इसीलिए दोनों त्रिभुज समरूप होते हैं (555 समरूपता कसौटी)। 

9. यदि एक त्रिभुज का एक कोण दूसरे त्रिभुज के एक कोण के बराबर हो तथा इन कोणां को अंतर्गत 
करने वाली भुजाएँ एक ही अनुपात में हों, तो दोनों त्रिभुज समरूप होते हैं (५७५ समरूपता कसौटी)! 

।0. दो समरूप त्रिभुजों के क्षेत्रफलों का अनुपात उनकी संगत भुजाओं के अनुपात के वर्ग के बराबर 

होता है। 

।।. यदि एक समकोण त्रिभुज के समकोण वाले शीर्ष से उसके कर्ण पर लंब डाला जाए तो लंब 

के दोनों ओर बनने वाले त्रिभुज संपूर्ण त्रिभुज के समरूप होते हैं तथा परस्पर भी समरूप होते हैं। 

।2. एक समकोण त्रिभुज में, कर्ण का वर्ग शेष दो भुजाओं के वर्गो के योग के बराबर होता है 

(पाइथागोरस प्रमेय)। 

3. यदि एक त्रिभुज में, किसी एक भुजा का वर्ग अन्य दो भुजाओं के वर्गो के योग के बराबर हो, 

तो पहली भुजा का सम्मुख कोण समकोण होता है। 
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पाठकों के लिए विशेष 


यदि दो समकोण त्रिभुजों में एक त्रिभुज का कर्ण तथा एक भुजा, दूसरे त्रिभुज के 
कर्ण तथा एक भुजा के समानुपाती हो तो दोनों त्रिभुज समरूप होते हैं। इसे HS 
समरूपता कसौटी कहा जा सकता है। 

यदि आप इस कसौटी को अध्याय 8 के उदाहरण 2 में प्रयोग करते हैं तो 
उपपति और भी सरल हो जाएगी। 
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